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间隔与支持向量

❖ 给定一个训练样本集

❖ 分类学习的目的是在样本空间中找到一
个划分超平面

❖ 将不同类别的样本分开

❖ 但能将训练样本分开的划分超平面可能
有很多

❖ 我们应该努力去找到哪一个呢？
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间隔与支持向量

❖ 直观上看，应该去找位于两类训练样本
“正中间”的划分超平面

❖ 因为该划分超平面对训练样本局部扰动
的“容忍”性最好

❖ 换言之，这个划分超平面所产生的分类
结果是最鲁棒（Robust）的，对未见示
例的泛化能力最强
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间隔与支持向量

❖ 鲁棒性（Robustness）

❖ 又称：健壮性、稳健性

❖ 指执行过程中处理错误，遭遇异常时继续正常运行的能力
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间隔与支持向量

❖ 在样本空间中，划分超平面可通过如下线性方程来描述：

𝑤𝑇𝑥 + 𝑏 = 0

❖ 其中 𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, ⋯ ,𝑤𝑑)为法向量，决定了超平面的方向

❖ 𝑏 为位移项，决定了超平面与原点之间的距离

❖ 显然，划分超平面可被法向量 𝑤 和位移 𝑏 确定
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间隔与支持向量

❖ 样本空间中任意点 𝑥 到超平面 (𝑤, 𝑏)的距离可写为：

𝑟 =
𝑤𝑇𝑥 + 𝑏

𝑤
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间隔与支持向量

❖ 假设超平面 (𝑤, 𝑏)能将训练样本正确分类，即对于 (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) ∈ 𝐷：

❖ 若 𝑦𝑖 = +1，则有 𝑤𝑇𝑥𝑖 + 𝑏 > 0

❖ 若 𝑦𝑖 = −1，则有 𝑤𝑇𝑥𝑖 + 𝑏 < 0

❖ 那么：

൝
𝑤𝑇𝑥𝑖 + 𝑏 ≥ +1, 𝑦𝑖 = +1

𝑤𝑇𝑥𝑖 + 𝑏 ≤ −1, 𝑦𝑖 = −1
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间隔与支持向量

❖ 此时，距离超平面最近的这几个训练样本点使上述公式的等号成立

❖ 它们被称为“支持向量（Support Vector）”

❖ 两个异类支持向量到超平面的距离之和为：

𝛾 =
2

𝑤

❖ 它被称为“间隔（Margin）”
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间隔与支持向量
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间隔与支持向量

❖ 欲找到具有“最大间隔（Maximum Margin）”的划分超平面

❖ 也就是要找到能满足约束的参数 𝑤 和 𝑏，使得 𝛾 最大

❖ 这就是支持向量机（Support Vector Machine，SVM）的基本原理
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对偶问题

❖ 支持向量机是一个：

❖ 凸二次规划（Convex Quadratic Programming）问题

❖ 这个问题可以直接用现成的优化计算求解，但效率很低

❖ 我们可以使用拉格朗日乘数法得到其“对偶问题（Dual Problem）”
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对偶问题

❖ 对偶问题（Dual Problem）

❖ 每一个线性规划问题都伴随有另一个线性规划问题，称为对偶问题

❖ 原来的线性规划问题则称为原始线性规划问题，简称原始问题

❖ 对偶问题有许多重要的特征

❖ 例如：目标函数对原始问题是极大化，对对偶问题则是极小化

❖ 它的变量能提供关于原始问题最优解的许多重要资料

❖ 有助于原始问题的求解和分析
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对偶问题

❖ 拉格朗日乘数法（Lagrange Multiplier）

❖ 寻找多元函数在其变量受到一个或多个条件的约束时的局部极值的方法

❖ 可以将一个有 𝑛 个变量与 𝑘 个约束条件的最优化问题转换为一个解有 
𝑛 + 𝑘 个变量的方程组的解的问题

❖ 这种方法中引入了一个或一组新的未知数，即拉格朗日乘数

❖ 它们是在转换后的方程，即约束方程中作为梯度（Gradient）的线性
组合中各个向量的系数
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对偶问题
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对偶问题
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解的稀疏性

❖ 从对偶问题解出的 𝛼𝑖 是拉格朗日乘数，对应着训练样本 (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)

❖ 解决对偶问题时需满足 KKT条件：
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解的稀疏性

❖ 若 𝛼𝑖 = 0，则该样本不会对模型有任何影响

❖ 若 𝛼𝑖 > 0，则必有 𝑦𝑖𝑓 𝑥𝑖 = 0，所对应样本点位于最大间隔边界上，
是一个支持向量
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解的稀疏性

❖ 支持向量机的对偶问题是一个二次规划问题

❖ 可使用通用的二次规划算法来求解

❖ 然而，该问题的规模正比于训练样本数，开销很大

❖ 为了降低开销，人们通过利用问题本身的特性，提出了很多高效算法

❖ SMO（Sequential Minimal Optimization）是其中一个著名的代表

❖ 模型训练完后，大部分的训练样本都不需要保留

❖ 最终模型仅仅与支持向量有关
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基本概念

❖ 在前面的讨论中，我们假设训练样本是线性可分的

❖ 即存在一个划分超平面能将训练样本正确分类

❖ 然而在现实任务中，例如“异或”问题就不是线性可分的
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基本概念

❖ 对这样的问题，可将样本从原始空间映射到一个更高维的特征空间

❖ 使得样本在这个特征空间内线性可分

❖ 例如将原始“异或”问题的二维空间映射到一个合适的三维空间
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基本概念

❖ 令 𝜙(𝑥) 表示将 𝑥 映射后的特征向量

❖ 在特征空间中划分超平面所对应的模型可表示为：

𝑓 𝑥 = 𝑤𝑇𝜙 𝑥 + 𝑏

❖ 其中 𝑤 和 𝑏 是模型参数
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基本概念
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基本概念

❖ 这个对偶问题的求解涉及到计算 𝜙 𝑥𝑖
𝑇𝜙(𝑥𝑗)

❖ 这是样本 𝑥𝑖 与 𝑥𝑗 映射到特征空间之后的内积

❖ 由于特征空间维数可能很高，甚至可能是无穷维

❖ 因此直接计算 𝜙 𝑥𝑖
𝑇𝜙(𝑥𝑗) 通常是很困难的
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基本概念

❖ 为了避开这个障碍，可以设想这样一个函数：

❖ 即 𝑥𝑖 与 𝑥𝑗 在特征空间的内积等于它们在原始样本空间中

❖ 通过函数 𝜅(∙,∙)即“核函数（Kernel Function）”计算的结果

❖ 有了核函数，我们就不必直接去计算高维甚至无穷维特征空间中的内积
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基本概念

❖ 显然，若己知合适映射 𝜙(∙) 的具体形式

❖ 则可写出核函数 𝜅(∙,∙)

❖ 但在现实任务中我们通常不知道 𝜙(∙) 是什么形式

❖ 那么，合适的核函数是否一定存在呢？

❖ 什么样的函数能做核函数呢？
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基本概念

❖ 只要一个对称函数所对应的核矩阵半正定，它就能作为核函数使用
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基本概念

❖ 常用的核函数：
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基本概念

❖ 此外，核函数还可通过函数组合得到，例如：

❖ 核函数的线性组合也是核函数

❖ 则核函数的直积也是核函数

❖ 若 𝜅为核函数，则对于任意函数 𝑔，下列函数也是核函数：

𝜅 𝑥, 𝑧 = 𝑔 𝑥 𝜅 𝑥, 𝑧 𝑔(𝑧)
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软间隔

❖ 现实中, 很难确定合适的核函数使得训练样本在特征空间中线性可分

❖ 同时一个线性可分的结果也很难断定是否是有过拟合造成的

❖ 我们可以引入“软间隔（Soft Margin）”的概念

❖ 允许支持向量机在一些样本上不满足约束
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软间隔
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软间隔

❖ 具体来说，前面介绍的支持向量机形式是要求所有样本都必须划分正确

❖ 这称为“硬间隔（Hard Margin）”

❖ 而软间隔则是允许某些样本不满足约束：

𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) ≥ 1
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软间隔

❖ 当然，在最大化间隔的同时，不满足约束的样本应尽可能少

❖ 于是，优化目标可写为：

❖ 其中 𝐶 > 0 是一个常数

❖ 𝑙0/1 是“0/1 损失函数”
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软间隔

❖ 然而，𝑙0/1非凸、非连续，数学性质不太好，不易直接求解

❖ 于是，通常用其他一些函数来代替 𝑙0/1

❖ 称为“替代损失（Surrogate Loss）”

❖ 替代损失函数一般具有较好的数学性质

❖ 如它们通常是凸的连续函数且是 𝑙0/1 的上界
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软间隔

❖ 三种常用的替代损失函数：
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正则化

❖ 我们还可以把 𝑙0/1换成别的替代损失函数以得到其他学习模型

❖ 这些模型的性质与所用的替代函数直接相关，但它们具有一个共性：

❖ 优化目标中的第一项用来描述划分超平面的“间隔”大小

❖ 另一项用来表述训练集上的误差，可写为更一般的形式：
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正则化

❖ 其中 Ω(𝑓) 称为“结构风险（Structural Risk）”

❖ 用于描述模型 𝑓 的某些性质

❖ 第二项 σ𝑖=1
𝑚 𝑙(𝑓 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) 称为“经验风险（Empirical Risk）”

❖ 用于描述模型与训练数据的契合程度

❖ 𝐶 用于对二者进行折中
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正则化

❖ 从经验风险最小化的角度来看

❖ Ω(𝑓)表述了我们希望获得具有何种性质的模型

❖ 例如：希望获得复杂度较小的模型

❖ 另一方面，该信息有助于削减假设空间

❖ 从而降低了最小化训练误差的过拟合风险

❖ 从这个角度来说，上式被称为“正则化（Regularization）”问题

❖ Ω(𝑓)称为正则化项，𝐶 则称为正则化常数

❖ 𝐿𝑝 范数（Norm）是常用的正则化项
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基本概念

❖ 支持向量的原理也可以用来解决回归问题

❖ 给定训练样本集 𝐷 = 𝑥1, 𝑦1 , 𝑥2, 𝑦2 ,⋯ , (𝑥𝑚, 𝑦𝑚)

❖ 我们希望学得一个回归模型

❖ 使得 𝑓(𝑥) 与 𝑦 尽可能接近

❖ 𝑤 和 𝑏 是待确定的模型参数
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基本概念

❖ 对样本 (𝑥, 𝑦)，传统回归模型通常直接基于模型输出 𝑓(𝑥) 与真实输出 𝑦 
之间的差别来计算损失

❖ 当且仅当 𝑓(𝑥) 与 𝑦 完全相同时，损失才为零

❖ 与此不同，支持向量回归（Support Vector Regression，SVR）

❖ 假设我们能容忍 𝑓(𝑥) 与 𝑦 之间最多有 𝜖 的偏差

❖ 即仅当 𝑓(𝑥) 与 𝑦之间的差别绝对值大于 𝜖时才计算损失
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基本概念
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基本概念

❖ 于是，SVR 问题可形式化为：

❖ 其中 𝐶 为正则化常数

❖ 𝑙𝜖 是 𝜖-不敏感损失（𝜖-insensitive Loss）函数
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基本概念

❖ 于是，SVR 问题可形式化为：

❖ 其中 𝐶 为正则化常数

❖ 𝑙𝜖 是 𝜖-不敏感损失（𝜖-insensitive Loss）函数
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总结

❖ 「西瓜书」周志华《机器学习》，清华大学出版社

❖ https://item.jd.com/12762673.html

❖ 「南瓜书」谢文睿、秦州《机器学习公式详解》，人民邮电出版社

❖ https://github.com/datawhalechina/pumpkin-book/
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总结

❖ Scikit-Learn

❖ https://scikit-learn.org

❖ TensorFlow

❖ https://www.tensorflow.org
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Thank You!
丁烨，计算机科学与技术学院

dingye@dgut.edu.cn
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